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Re´sume´
Nous associons a` tout reveˆtement de courbes des varie´te´s ayant meˆme corps des modules
et meˆmes corps de de´finition que ce reveˆtement. Nous en de´duisons des exemples de courbes
qui ont Q pour corps des modules, admettent des mode`les sur tous les comple´te´s de Q mais
pas de mode`le sur Q.
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1 Introduction
Le propos de cet article est de construire des obstructions a` la descente dans la cate´gorie des
varie´te´s, c’est-a`-dire d’exhiber, par exemple, des varie´te´s de corps des modulesQ n’ayant pas de
mode`le sur Q.
Partant d’une obstruction a` la descente (e´ventuellement globale comme dans [CR04]) dans
la cate´gorie des reveˆtements de courbes, on souhaite produire des obstructions a` la descente dans
d’autres cate´gories. La cate´gorie ultime sera celle des courbes lisses. On proce´dera par e´tapes :
passant par la cate´gorie des surfaces quasi-projectives, puis projectives.
Peu d’exemples d’obstructions sont connus pour les varie´te´s. Mestre a donne´ des exemples
d’obstructions locales pour des courbes hyperelliptiques dans [Mes91].
On montre ici le
The´ore`me 1.1 Il existe une Q-courbe lisse projective, de corps de module Q et de´finie sur tous
les comple´te´s de Q mais pas sur Q lui meˆme.
1.1 Quelques cate´gories munies d’une action de Galois
SoitK un corps de caracte´ristique nulle. On noteKs sa cloˆture se´parable et ΓK son groupe de
Galois absolu. Une K-varie´te´ est par de´faut suppose´e re´duite, lisse et ge´ome´triquement irre´duc-
tible. Nous serons amene´s a` conside´rer diffe´rentes cate´gories munies d’une action fonctorielle de
ΓK . Il s’agit premie`rement de la cate´gorie des varie´te´s alge´briques, re´duites, lisses, et irre´ductibles
sur Ks. On conside`re aussi les sous cate´gories pleines forme´es des courbes lisses projectives sur
Ks, des surfaces quasi-projectives lisses sur Ks, des surfaces projectives normales sur Ks. Soit
B une K-varie´te´ lisse re´duite et ge´ome´triquement irre´ductible. On s’inte´ressera a` la cate´gorie des
Ks-reveˆtements de B et a` la sous-cate´gorie pleine forme´e des reveˆtements e´tales.
Si O → Spec(Ks) est un objet d’une des cate´gories ci-dessus et si σ ∈ ΓK , l’objet σO →
Spec(Ks) est de´fini par compositionO → Spec(Ks) Spec(σ
−1)
−→ Spec(Ks). Cela de´finit un foncteur
covariant, encore note´ σ. Le stabilisateur dans ΓK de la classe de Ks-isomorphisme d’un objet
est un sous-groupe d’indice fini. Le sous-corps de Ks fixe´ par ce sous-groupe est appele´ corps
des modules de l’objet. Si L est un corps tel que K ⊂ L ⊂ Ks, on dit que O est de´fini sur L s’il
est Ks-isomorphe au tire´ en arrie`re d’un L-objet O′ → Spec(L) par Spec(Ks) → Spec(L). On
dit aussi que L est un corps de de´finition de O. Le corps des modules est contenu dans tous les
corps de de´finition.
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1.2 Descente de Weil
Soit K un corps de caracte´ristique nulle et Ks une cloˆture alge´brique. Soit L ⊂ Ks une
extension finie de K. Soit Θ l’ensemble des K-plongements de L dans Ks. C’est un ensemble
fini de cardinal le degre´ de L sur K. Il est muni d’une action a` gauche du groupe de Galois
absolu ΓK de K. Pour ω ∈ ΓK et σ ∈ Θ cette action est note´e sans fac¸ons ωσ ∈ Θ. `A l’inclusion
L ⊂ Ks correspond un e´le´ment particulier de Θ que l’on note Id. On a une surjection ΓK → Θ
de´finie par ω → ωId et on notera abusivement ωId = ω ∈ Θ.
Soit Q → Spec(Ks) un objet de l’une des cate´gories pre´ce´dentes. On suppose que K est le
corps des modules deQ. On suppose queQ est de´fini surL. Il existe donc un objetO → Spec(L)
tel que Q soit Ks-isomorphe a` IdO.
On appelle 〈O, L/K〉 la sous-cate´gorie pleine dont les objets sont les conjugue´s σO de O
avec σ parcourant Θ. Ici, l’objet σO est le tire´ en arrie`re de O → Spec(L) le long de Spec(σ) :
Spec(Ks)→ Spec(L).
Notons que 〈O, L/K〉 est un groupoı¨de fini dont le nombre d’objets est le degre´ de L sur K.
Ce groupoı¨de est connexe puisqueK est le corps des modules deO. Ce groupoı¨de est muni d’une
action fonctorielle du groupe de Galois absolu de K. Si O/L est de´fini sur L et si M ⊂ Ks est
une extension finie de L de degre´ d, alors 〈O ⊗L M,M/K〉 est forme´ de d copies de 〈O, L/K〉
connecte´es avec les identification triviales.
Weil montre que le groupoı¨de galoisien abstrait< O, L/K > contient toutes les informations
utiles a` la descente de L a` K.
The´ore`me 1.2 (A. Weil) L’objet O est L-isomorphe a` un K-objet de sa cate´gorie si et seule-
ment s’il existe une famille (Iσ,τ )(σ,τ)∈Θ de morphismes dans la cate´gorie 〈O, L/K〉 satisfaisant
les conditions suivantes.
– Cette famille est indexe´e par les couples de plongements (σ, τ) ∈ Θ et Iσ,τ : τO → σO.
– Iσ,τIτ,µ = Iσ,µ pour tous σ, τ, µ ∈ Θ.
– Pour tout ω ∈ ΓK on a ωIσ,τ = Iωσ,ωτ .
La famille de morphismes (Iσ,τ )(σ,τ)∈Θ est appele´e donne´e de descente de L a` K pour O.
En somme, Weil montre que, pour les cate´gories concerne´es, les seules obstructions a` la
descente sont combinatoires et qu’elles sont exprime´es en termes du groupoı¨de galoisien abstrait
〈O, L/K〉. En particulier, soient deuxL-objetsO etP de corps des modulesK. Soient 〈O, L/K〉
et 〈P, L/K〉 les groupoı¨des pour la descente a`K. S’il existe un isomorphisme de groupoı¨des ΓK-
e´quivariant entre 〈O, L/K〉 et 〈P, L/K〉, alors K est corps de de´finition de O si et seulement
s’il est corps de de´finition de P . Noter que O et P ne sont pas, ici, ne´cessairement objets de la
meˆme cate´gorie : seuls importent les deux groupoı¨des galoisiens associe´s.
Mais on a mieux : la seule existence d’un morphisme entre ces deux groupoı¨des fournit une
information.
The´ore`me 1.3 Soit K un corps de caracte´ristique nulle. Soit O un objet de l’une des cate´gories
ci-dessus. Soit P un objet de l’une des cate´gories ci-dessus (pas ne´cessairement celle de O).
Soit L ⊂ Ks une extension finie de K. On suppose que O et P sont de´finis sur L et que K
est le corps des modules de O et P . Soient 〈O, L/K〉 et 〈P, L/K〉 les groupoı¨des associe´s a` O
et P pour la descente de L a` K.
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Supposons qu’il existe un morphisme (foncteur covariant) de groupoı¨de ΓK-e´quivariant de
〈O, L/K〉 vers 〈P, L/K〉 qui envoie l’objet O sur l’objet P .
Alors si K est corps de de´finition de O, il est aussi corps de de´finition de P .
C’est e´vident : il suffit d’appliquer le foncteur en question a` une donne´e de descente (Iσ,τ )(σ,τ)∈Θ
de L a` K pour O. On obtient une donne´e de descente de L a` K pour P car le foncteur est un
morphisme ΓK-e´quivariant de groupoı¨des.
Remarque 1 Le groupoı¨de muni d’une action de Galois qui apparaıˆt dans les the´ore`mes pre´ce´-
dents est tre`s proche de la gerbe des mode`les introduite par Giraud dans [Gir71] et utilise´e par
De`bes et Douai dans [DD99] dans le cas des reveˆtements. La formulation de Weil fait apparaıˆtre
seulement la famille finie des conjugue´s d’un mode`le donne´ (soit des sections locales de la gerbe
sur un recouvrement fini de Spec(K)). Les conditions de Weil sont e´quivalentes a` l’existence
d’un groupoı¨de galoisien G dont les objets sont les objets de 〈O, L /K 〉 plus un objet O, et qui
satisfait les proprie´te´s suivantes :
– Il existe un morphisme I dans G entre O et O.
– Le groupoı¨de 〈O, L /K 〉 est une sous-cate´gorie pleine de G.
– L’action du groupe de Galois absolu de K sur 〈O, L /K 〉 s’e´tend en une action foncto-
rielle sur G qui fixe O.
– Le morphisme I est fixe´ par le groupe de Galois absolu de L vu comme sous-groupe du
groupe de Galois absolu de K .
1.3 Strate´gie
Les obstructions a` la descente construites dans ce travail de´rivent de celles construites par
Ros et Couveignes dans la cate´gorie des reveˆtements de courbes :
The´ore`me 1.4 (cf.[CR04], Corollaire 2) Il existe un Q-reveˆtement ramifie´ de P1Q dont le corps
des modules estQ, qui admet des mode`les sur tous les comple´te´s deQmais pas de mode`le surQ.
Afin d’en de´duire des exemples d’obstructions a` la descente dans d’autres cate´gories, nous
pre´sentons plusieurs proce´de´s permettant de passer de la cate´gorie des reveˆtements de courbes
aux autres cate´gories pre´sente´es dans la section 1.1, tout en conservant les proprie´te´s de modules
et de de´finition. Pour ce faire, nous utiliserons plusieurs fois le the´ore`me 1.3 pour passer d’une
cate´gorie a` une autre.
Dans la section 2, on part d’un Ks-reveˆtement ϕ : C → B ⊗K Ks d’une K-courbe B et
on construit une K-courbe B′ sans Ks-automorphisme non-trivial et un Ks-reveˆtement C′ →
B′ ⊗K K
s ayant meˆme corps des modules et meˆmes corps de de´finition que ϕ.
Dans la section 3 on part d’un Ks-reveˆtement ϕ : C → B ⊗K Ks d’une K-courbe B et
on construit une Ks-surface quasi-projective ayant meˆme corps des modules et meˆmes corps de
de´finition que ce reveˆtement. Lorsque la base B de ϕ n’a pas de Ks-automorphisme non-trivial,
la surface en question est l’ouvert comple´mentaire du graphe du reveˆtement. Le re´sultat de la
section 2 permet de se ramener a` ce cas.
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Dans la section 4 nous partons d’un Ks-reveˆtement d’une K-courbe alge´brique sans Ks-
automorphisme. Nous supposons que le corps des modules de ce reveˆtement est K et nous lui
associons une Ks-surface projective normale, de corps des modulesK, ayant les meˆmes corps de
de´finition que ce reveˆtement. Cette surface projective est construite comme reveˆtement fortement
ramifie´ le long du graphe du reveˆtement.
Enfin, dans la section 5 nous construisons une Ks-courbe projective, de corps des modules
K, ayant les meˆmes corps de de´finition que le reveˆtement initial. C’est une courbe trace´e sur la
surface pre´ce´dente, et obtenue par de´formation d’une courbe stable choisie pour que son groupe
d’automorphismes soit le meˆme que celui de ladite surface.
Tout au long de ce travail, notre principale pre´occupation sera de controˆler le groupe des
automorphismes de chacun des objets que nous construirons.
2 Annulation du groupe d’automorphismes de la base
Dans cette section, on part d’un corps K de caracte´ristique nulle, d’une extension alge´brique
L ⊂ Ks de K, d’une K-courbe B projective, lisse, ge´ome´triquement irre´ductible, et d’un L-
reveˆtement ϕ : C → B ⊗K L ayant K pour corps des modules. On veut produire d’autres
reveˆtements, ayant meˆme corps des modules et meˆmes corps de de´finition, et jouissant de pro-
prie´te´s supple´mentaires. En particulier, on souhaite montrer que l’on peut supposer que la base
ne posse`de pas de Ks-automorphisme non trivial.
On commence par montrer que le degre´ du reveˆtement peut eˆtre multiplie´ par n’importe quel
premier e´tranger au degre´ de de´part.
Lemme 2.1 Soit B une K-courbe projective lisse ge´ome´triquement irre´ductible et ϕ : C →
B⊗K L un L-reveˆtement de degre´ d. Pour tout premier p e´tranger a` d, il existe ϕ′ : C′ → B⊗K L
un L-reveˆtement de degre´ pd ayant meˆme corps des modules et meˆmes corps de de´finition que ϕ.
Preuve — Soit f ∈ K(B) une fonction non constante, dont le diviseur est simple et disjoint
du lieu de ramification de ϕ. L’e´quation Y p = f de´finit une extension de degre´ p de K(B)
dont on note B′ le mode`le projectif lisse. C’est une K-courbe, projective, lisse, ge´ome´triquement
irre´ductible qui reveˆt B par un reveˆtement ν de degre´ p (et galoisien sur Ks). Les extensionsL(C)
et L(B′) sont line´airement disjointes sur L(B). Soit C′ le mode`le projectif lisse associe´ au com-
positum de L(C) et L(B′). C’est, par construction, une L-courbe qui reveˆt B ⊗K L par un
reveˆtement ψ de degre´ pd :
C′
wwoo
oo
oo
oo
o
$$I
II
II
II
I
ψ

B′ ⊗K L
ν ''O
OO
OO
OO
C
ϕzzvv
vv
vv
v
B ⊗K L
De nouveau par construction, il est facile de voir que tout corps de de´finition de ϕ est aussi un
corps de de´finition pour ψ, et que le corps des modules de ψ est inclus dans celui de ϕ.
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Re´ciproquement, pour tout σ ∈ ΓK , le sous-reveˆtement σϕ : σC → B⊗KL du reveˆtement σψ :
σC′ → B ⊗K L peut eˆtre caracte´rise´ comme le sous-reveˆtement maximal non ramifie´ en le sup-
port de f . Il en re´sulte que pour tous σ, τ ∈ ΓK et tout Ks-isomorphisme I entre τψ et σψ, il
existe un unique Ks-isomorphisme J : τC → σC tel que le diagramme
τC′
I
//

σC′

τC
J
// σC
commute. De plus J est unKs-isomorphisme entre τϕ et σϕ. Cela permet de montrer, d’une part,
que le corps des modules de ϕ est contenu dans celui de ψ. Compte tenu de ce qui pre´ce`de ces
deux corps de modules sont e´gaux. D’autre part, soit L′ ⊂ Ks, une extension alge´brique de M .
`A toute donne´e de descente a` L′ pour ψ, il correspond, par projection, une donne´e de descente
a` L′ pour ϕ. Ainsi les reveˆtements ϕ et ψ ont bien meˆmes corps de de´finition comme annonce´. 
Ensuite, on montre que l’on peut choisir une courbe de base de genre ≥ 2.
Lemme 2.2 Soit B une K-courbe projective lisse ge´ome´triquement irre´ductible et ϕ : C →
B ⊗K L un L-reveˆtement de degre´ d. Alors il existe une K-courbe B′ lisse, projective, ge´ome´tri-
quement irre´ductible, de genre au moins 2 et un L-reveˆtement ϕ′ : C′ → B′ ⊗K L ayant meˆme
corps de modules et meˆmes corps de de´finition que celui de ϕ.
Preuve — On reprend la construction de la preuve pre´ce´dente en supposant de plus que le degre´
de f est au moins 3 et on s’inte´resse au reveˆtement ϕ′ : C′ → B′ ⊗K L. L’hypothe`se sur le degre´
de f permet, graˆce a` la formule de Hurwitz, de montrer que la courbe B′ a un genre au moins
e´gal a` 2. Avec des arguments proches de ceux de la preuve pre´ce´dente, on ve´rifie que ϕ et ϕ′ ont
bien meˆme corps des modules et meˆmes corps de de´finition. 
Enfin, on prouve que la base peut ne pas avoir de Ks-automorphisme non trivial.
Lemme 2.3 Soit B une K-courbe projective lisse ge´ome´triquement irre´ductible et ϕ : C →
B⊗KL unL-reveˆtement de degre´ d. Alors il existe uneK-courbeB′ lisse, projective, ge´ome´trique-
ment irre´ductible, de genre au moins 2 et telle que B′ ⊗K Ks n’ait pas d’automorphisme non
trivial et il existe un L-reveˆtement ϕ′ : C′ → B′ ⊗K L ayant meˆme corps de modules et meˆmes
corps de de´finition que ϕ.
Preuve — D’apre`s le lemme 2.2 on peut supposer que le genre de B est au moins 2 et donc que
le groupe des Ks-automorphismes de B, note´ A, est fini.
Soit p ≥ 3 un entier premier. Commenc¸ons par montrer qu’il existe une fonction f ∈ K(B),
non-constante et non-singulie`re au-dessus de 2, −2 et ∞, de degre´ au moins 2+ 4p(g(B)− 1)+
2p2, telle que l’ensemble f−1({−2, 2}) ne soit invariant par aucun automorphisme non-trivial
de B ⊗K Ks, et telle que l’ensemble des valeurs singulie`res de ϕ ne rencontre pas l’ensemble
f−1({2,−2,∞}).
En e´vitant les noyaux des formes line´aires a± id pour a ∈ A \ {id} (en nombre fini) du Ks-
espace vectoriel Ks(B), on ve´rifie qu’il existe f ∈ Ks(B) non constante telle que a(f) 6= ±f
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pour tout a ∈ A\{id}. On peut meˆme supposer que f ∈ K(B). Pour tout n ∈ N∗ premier a` #A et
tout a ∈ A\{id}, on a encore a(fn) 6= ±fn (Sinon a(fn) = ±fn donc a(f) = ζf avec ζ2n = 1.
Notant α l’ordre de a, alors f = aα(f) = ζαf donc ζα = 1. Ainsi ζ = ±1. Contradiction).
Quitte a` remplacer f par fn, on peut supposer que deg(f) ≥ 2 + 4p(g(B)− 1) + 2p2.
Par construction, la fonction f 2 n’a pas d’automorphisme non trivial (i.e. AutK(f2)(K(B)) =
{id}). D’apre`s le lemme 6.3, on en de´duit que presque toutes les fibres de f 2 sont non singulie`res
et fixe´es par aucun automorphisme non trivial de A. En particulier, il existe λ ∈ K∗ telle que la
fibre de f 2 en λ2 est non singulie`re, fixe´e par aucun automorphisme non-trivial de A et disjointe
des valeurs singulie`res de ϕ. La fonction 2f/λ satisfait toutes les contraintes souhaite´es. On la
note encore f .
Cela e´tant, l’e´quation Xp + X−p − f = 0 de´finit une extension de K(B), die´drale de
groupe Dp apre`s extension des scalaires a` Ks. Soit B′′ le mode`le projectif lisse de ce corps de
fonctions et µ : B′′ → B leK-reveˆtement de degre´ 2p associe´. Le groupe desKs-automorphismes
de µ est Dp. L’ensemble des valeurs singulie`res de µ est f−1({2,−2,∞}). On note w l’automor-
phisme de B′′ donne´ par w(X) = X−1 et B′ le quotient de B′′ par w. C’est une K-courbe
projective et lisse et on a un K-reveˆtement ν : B′ → B de degre´ p. Ce reveˆtement n’a pas
d’automorphisme non trivial car 〈w〉 est auto-normalisateur dans Dp.
Ramification disjointe oblige, les corpsKs(B′′) etKs(C) sont line´airement disjoints surKs(B).
Les mode`les projectifs lisses des compositum de Ks(C) avec Ks(B′) et Ks(B′′), note´s C′ et C′′
s’inscrivent dans le diagramme suivant :
C′′
vvmm
mm
mm
mm
mm 〈w〉
((Q
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Q
B′′ ⊗K K
s
xxrr
rr
rr
r
((Q
QQ
QQ
QQ
Q
C′
ϕ′
vvnn
nn
nn
nn
nn
p ''P
PP
PP
PP
PP
P
B′′
〈w〉 &&L
LL
LL
LL
LL
B′ ⊗K K
s
vvmm
mm
mm
mm
mm
((P
PP
PP
PP
P
C ⊗L K
s
ϕ
wwnn
nn
nn
nn
B′
ν
p
((R
RR
RR
RR
RR
RR
RR B ⊗K K
s
vvmm
mm
mm
mm
mm
B
Le reveˆtement C′′ → C est encore galoisien de groupe Dp et C′′ → C′ est encore de degre´ 2.
Montrons que le reveˆtement ϕ′ : C′ → B′ ⊗K Ks satisfait les conditions du lemme. De´ja`, il
a clairement meˆme corps des modules et meˆmes corps de de´finition que ϕ.
Il suffit de montrer que B′ ⊗K Ks n’a pas d’automorphisme non trivial. Soit b′ un automor-
phisme de B′ ⊗K Ks. L’image I de ν × (ν ◦ b′) : B′ ⊗K Ks → (B × B) ⊗K Ks est coince´e
entre B′ ⊗K Ks et B ⊗K Ks. Le bidegre´ de I est ≤ (p, p) et donc son genre arithme´tique
virtuel est au plus 1 + 2p(g(B) − 1) + p2 d’apre`s le lemme 6.1. Si I n’est pas isomorphe a`
B ⊗K K
s alors I est birationnellement e´quivalent a` B′ ⊗K Ks et son genre ge´ome´trique est
> 1
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deg(f)p ≥ 1+ 2p(g(B)− 1)+ p2 par la formule de Hurwitz. Contradiction. Donc I est une
correspondance de bidegre´ (1, 1) qui de´finit un automorphisme b deB⊗KKs tel que b◦ν = ν◦b′.
Un tel automorphisme conserve les donne´es de ramification de ν, de sa cloˆture galoisienne µ et
aussi de l’unique sous-reveˆtement de degre´ deux de µ. Comme ce dernier reveˆtement est ramifie´
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en f−1({−2, 2}) on en de´duit que b = Id puis que b′ est un Ks-automorphisme du reveˆtement
ν. Comme ν n’a pas d’automorphisme, on a bien b′ = id. 
3 Surfaces quasi-projectives
Soit K un corps de caracte´ristique nulle. On donne, dans cette section, un proce´de´ ge´ne´ral
qui associe a` tout Ks-reveˆtement de courbes ϕ : C → B, une Ks-surface quasi-projective lisse
et irre´ductible en conservant les proprie´te´s de modules et de de´finition.
The´ore`me 3.1 Soit K un corps de caracte´ristique nulle, B une K-courbe lisse projective et
ge´ome´triquement irre´ductible et ϕ : C → B ⊗K Ks un Ks-reveˆtement. Il existe une Ks-surface
quasi-projective lisse et irre´ductible, ayant meˆme corps des modules et meˆmes corps de de´finition
que ϕ.
3.1 La construction de la surface
Tout d’abord, graˆce aux lemmes 2.2 et 2.3, on peut supposer que la base B ⊗K Ks est de
genre au moins 2 et qu’elle n’a pas de Ks-automorphismes non triviaux.
On conside`re P = (B ⊗K Ks)× C le produit carte´sien des deux courbes et G le graphe de ϕ
dans P . Soit U l’ouvert de P comple´mentaire de G. On note pC : P → C et pB : cP → B les
projections sur chacun des deux facteurs.
La surface attendue n’est rien d’autre que l’ouvertU que l’on appelle empreinte du reveˆtement
(C, ϕ). Il nous reste a` e´tudier les corps des modules et de de´finition de cette empreinte en fonction
de ceux de ϕ.
3.2 Corps des modules et corps de de´finition
On proce`de en enchaıˆnant deux lemmes.
Lemme 3.2 Soient U et V les empreintes respectives de deux Ks-reveˆtements connexes non
triviaux ϕ : C → B ⊗K Ks et ψ : D → B ⊗K Ks, ou` B est une K-courbe lisse, projective,
ge´ome´triquement irre´ductible, de genre au moins 2 et sans Ks-automorphisme non trivial. Alors
toutKs-morphisme surjectif de U → V est de la forme Id×γ ou` γ : C → D est unKs-morphisme
entre les reveˆtements ϕ : C → B ⊗K Ks et ψ : D → B ⊗K Ks.
Preuve — UnKs-morphisme de (C, ϕ) dans (D, ψ) est unKs-morphisme de courbes γ : C → D
tel que ψγ = ϕ. L’isomorphisme produit Id× γ de (B ⊗K Ks)×C dans (B ⊗K Ks)×D envoie
le graphe de ϕ sur celui de ψ et U sur V .
Re´ciproquement, soit υ un Ks-morphisme surjectif de U sur V . Soit c un Ks-point ferme´ de
C. La restriction de pD ◦ υ a` ((B ⊗K Ks)×{c})∩U est constante car le genre de B est infe´rieur
a` celui de D. On note γ(c) cette constante et on de´finit ainsi un morphisme γ : C → D qui n’est
pas constant car υ est surjectif. La restriction de pB◦υ a` ((B⊗KKs)×{c})∩U est un morphisme
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βc a` valeurs dans B. Soit F ⊂ C l’ensemble des Ks-points ferme´s de C tels que βc est constante.
C’est un ensemble fini car υ est surjectif. Pour un Ks-point ferme´ c 6∈ F le morphisme βc induit
un automorphisme de B, qui est trivial puisque B n’a pas d’automorphisme non-trivial. On a
donc υ(b, c) = (b, γ(c)) pour les Ks-points ferme´s b de B et c de C avec c 6∈ F et (b, c) ∈ U . Soit
b un Ks-point ferme´ de B ⊗K Ks. La restriction de pB ◦ υ a` ({b} × C) ∩ U est constante e´gale a`
b sur l’ouvert non vide ({b} × (C − F ))∩ U . Donc elle est constante. Ainsi F est vide et υ est la
restriction de Id× γ a` U . Donc Id× γ envoie U sur V donc ψγ = ϕ. 
Lemme 3.3 Soit U l’empreinte d’un Ks-reveˆtement ϕ : C → B ⊗K Ks de degre´ au moins 2,
ou` B est une K-courbe lisse, projective, ge´ome´triquement irre´ductible, de genre au moins 2 et
sans Ks-automorphisme non trivial. Alors :
1. le groupe des Ks-automorphismes de U est e´gal au groupe des Ks-automorphismes du
reveˆtement ϕ : C → B ⊗K Ks ;
2. le corps des modules de U (dans la cate´gorie des varie´te´s quasi-projectives) est le corps
des modules du reveˆtement ϕ : C → B ⊗K Ks ;
3. une extension alge´brique de K est corps de de´finition de U si et seulement si elle est corps
de de´finition du reveˆtement ϕ : C → B ⊗K Ks.
Preuve — Les deux premiers points re´sultent du lemme 3.2. On prouve le troisie`me en appli-
quant le principe ge´ne´ral expose´ dans l’introduction. Soient L ⊂ Ks une extension alge´brique
de K et ψ : D → B ⊗K L un L-mode`le de ϕ. Il existe J : C → D ⊗L Ks un Ks-isomorphisme
tel que ϕ = ψJ . Soit V l’ouvert de (B ⊗K L) × D comple´mentaire du graphe de ψ. C’est une
L-varie´te´ et Id× J est un Ks-isomorphisme de U sur V ⊗L Ks.
Re´ciproquement, soit V un L-mode`le de U et υ : U → V ⊗L Ks un Ks-isomorphisme. Pour
tout σ dans Gal(Ks/L) la compose´e wσ = υ−1συ est un Ks-isomorphisme de σU sur U qui
s’e´tend en un Ks-isomorphisme Id × Vσ de (B ⊗K Ks) × σC dans (B ⊗K Ks) × C avec Vσ un
Ks-isomorphisme de reveˆtements de σϕ sur ϕ. Puisque les wσ satisfont les conditions de Weil
pour la descente a` L, il en va de meˆme des Vσ. Donc ϕ admet un L-mode`le. 
Le the´ore`me 1.4 nous permet donc d’affirmer que :
Corollaire 3.4 Il existe desQ-surfaces quasi-projectives lisses et ge´ome´triquement irre´ductibles
de corps des modules Q, de´finies sur tous les comple´te´s de Q mais n’e´tant pas de´finies sur Q.
4 Surfaces normales projectives
Dans cette section K est encore un corps de caracte´ristique nulle. Dans le meˆme esprit que la
section pre´ce´dente, on donne ici un proce´de´ assez ge´ne´ral qui associe a` un reveˆtement de courbes
de corps des modules K, une Ks-surface projective normale, irre´ductible ayant meˆme corps des
modules et meˆmes corps de de´finition que le reveˆtement initial. Plus pre´cise´ment on veut montrer
le :
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The´ore`me 4.1 Soit B une courbe de´finie sur K et soit ϕ : C → B ⊗K Ks un Ks-reveˆtement de
corps des modules K. Il existe une Ks-surface projective, irre´ductible, et normale, de corps des
modules K, et ayant meˆmes corps de de´finition que ϕ.
4.1 La construction de la surface S et ses premie`res proprie´te´s
Notre point de de´part est encore un reveˆtement ϕ : C → B ⊗K L de degre´ d ≥ 2, de corps
des modules K et de´fini sur L ⊂ Ks une extension alge´brique de K. D’apre`s le lemme 2.3, on
peut supposer que B est de genre au moins 2 et qu’elle n’a pas de Q-automorphisme non trivial.
On construit un reveˆtement de (B ⊗K L)×D fortement ramifie´ le long du graphe de ϕ.
On se donne un syste`me fini (hj)1≤j≤J de ge´ne´rateurs du corps K(B). On suppose qu’aucun
hj n’est une puissance dans Ks(B).
On pose I = 2J et Π =
∏I
i=1 pi le produit des I premiers nombres premiers plus grands que
le degre´ d de ϕ.
On choisit deux entiers positifs a et b premiers entre eux et plus grands que 1 + 2(g(B) −
1)Π + Π2 et pour tout 1 ≤ j ≤ J on pose :
fj = h
a
j , fj+J = h
b
j.
Quitte a` grandir les valeurs de a et b, on peut supposer qu’aucune des fonctions fi − λ n’est une
puissance pi-e`me dans Ks(B) pour λ ∈ Ks et 1 ≤ i ≤ I : c’est e´vident pour λ = 0. Si λ 6= 0 et
si hai − λ =
∏
0≤k≤a−1(hi − ζ
k
aλ
1
a ) est une puissance, alors hi a au moins a valeurs singulie`res
distinctes. Ceci est exclu si a est plus grand que le nombre de valeurs singulie`res de hi.
D’autre part, les (fi)1≤i≤I engendrent K(B) et elles ont un degre´ plus grand que 1+2(g(B)−
1)Π + Π2. Soit M le maximum et m le minimum des degre´s des fi, alors :
∀1 ≤ i ≤ I, 1 + 2(g(B)− 1)Π + Π2 < m ≤ deg(fi) ≤M.
Soit p un nombre premier plus grand que (g(B) + IM)Π et notons D la L-courbe et ψ :
D → B ⊗K L le reveˆtement de degre´ pd, donne´s par le lemme 2.1. Le genre de D est au moins
dp > (g(B) + IM)Π et les reveˆtements ϕ et ψ ont meˆme corps des modules et meˆmes corps
de de´finition. On ve´rifie en outre qu’aucune des fonctions fi ◦ ψ − λ n’est une puissance pi-e`me
dans Ks(D) pour λ ∈ Ks et 1 ≤ i ≤ I (ceci est de´ja` vrai pour fi− λ et de plus le degre´ pd de ψ
est premier a` pi.)
On de´finit la fonction gi sur (B ⊗K L)×D par :
gi(P,Q) = fi(ψ(Q))− fi(P ).
La partie ne´gative (gi)∞ du diviseur de gi est :
(gi)∞ = (fi)∞ ×D + B × (fi ◦ ψ)∞,
et les parties positives (gi)0 que l’on note ∆i ve´rifient quant-a`-elles :
pgcdi(∆i) = G,
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ou` G est le graphe de ψ.
On de´finit une extension abe´lienne du corps des fonctions L((B⊗KL)×D) de (B⊗KL)×D
en posant
ypii = gi
ou` pi est i-e`me nombre premier plus grand que le degre´ d de ϕ.
On note, enfin, S la normalisation de (B ⊗K L)×D dans le corps ainsi de´fini. Par construc-
tion S est normale. De plus, on dispose d’un reveˆtement de degre´ Π, ramifie´ :
χ : S → (B ⊗K L)×D.
Afin de pre´parer l’e´tude du groupe d’automorphismes de S, on introduit une famille de
courbes sur S. Pour Q un point de D, notons EQ l’image re´ciproque de B × Q par χ et χQ :
EQ → B×Q le reveˆtement obtenu par restriction de χ. Si Q est un point ge´ne´rique1 deD⊗LKs,
la courbe EQ est irre´ductible, et le reveˆtement χQ est de degre´ Π. De plus, par construction, le
degre´ du diviseur de ramification de ce reveˆtement est majore´ par le produit 2IM (ou`, on le rap-
pelle, I est le nombre de fonctions dans la famille (fi)i et M est le maximum des degre´s de ces
fonctions). Le genre ge´ome´trique de EQ est donc majore´ par :
g(EQ) ≤ (g(B) + IM)Π < g(D). (1)
On dispose aussi d’une minoration du genre de n’importe quel sous-reveˆtement non trivial de χQ.
En effet, encore par construction, un tel sous-reveˆtement est de degre´ au moins e´gal a` p1 ≥ 3
avec un diviseur de ramification de degre´ au moins e´gal a` m (ou` m est le minimum des degre´s
des fonctions fi), si bien que :
1 + 2(g(B)− 1)Π + Π2 < m ≤ g(sous-reveˆtement de χQ : EQ → B). (2)
Les ine´galite´s (1) et (2) seront utiles pour calculer le groupe d’automorphismes de S.
4.2 ´Etude du groupe d’automorphismes de S
Notons A le groupe des Ks-automorphismes de ψ. Vus comme des Ks-automorphismes de
la surface (B⊗K L)×D, ces automorphismes se rele`vent en des automorphismes de Ks(S)/Ks
qui fixent les yi et qui stabilisent Ks(B ⊗K L × D) (dans la suite, nous adopterons la meˆme
notation pour un automorphisme de ψ et ses rele`vements a` (B ⊗K L) × D et a` S). Autrement
dit, tout e´le´ment α ∈ A induit un automorphisme de S et on peut voir A comme un sous-
groupe de AutKs(S), le groupe de Ks-automorphismes de S. On dispose d’un autre sous-groupe
de AutKs(S), a` savoirB =
∏
i Z/piZ le groupe de Galois de l’extensionKs(S)/Ks((B⊗KL)×
D).
1Par «point ge´ne´rique» de D⊗LKs, nous entendons, ici et dans la suite de ce texte, un point de´fini sur le corps
des fonctions rationnelles Ks(D).
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En re´sume´, les e´le´ments α ∈ A, vus comme des e´le´ments de AutKs(S) font commuter le
diagramme suivant :
S ⊗L K
s α //
χ

S ⊗L K
s
χ

((B ⊗K L)×D)⊗L K
s α // ((B ⊗K L)×D)⊗L K
s
Les e´le´ments β ∈ B, vus comme des e´le´ments de AutKs(S) font commuter le diagramme
suivant :
S ⊗L K
s β //
χ **UU
UUU
UUU
UUU
S ⊗L K
s
χttiii
iii
iii
ii
((B ⊗K L)×D)⊗L K
s
Et il est clair que A×B ⊂ AutKs(S). En fait l’inclusion inverse est ve´rife´e.
Lemme 4.2 Le groupe des Ks-automorphismes de S est e´gal a` A× B.
Preuve — Soit a un Ks-automorphisme de S.
Tout d’abord, si Q est un point ge´ne´rique de D ⊗L Ks, on sait graˆce a` l’ine´galite´ (1) de la
section 4.1, que g(EQ) < g(D). Il en re´sulte que l’automorphisme a est tel que a(EQ) = Eα(Q)
ou` α est un Ks-automorphisme de D.
Ve´rifions que l’isomorphisme de EQ → Eα(Q) induit par a fait commuter le diagramme :
EQ
a
//
χQ

Eα(Q)
χα(Q)

B ×Q
id×α
// B × α(Q)
avec id × α comme isomorphisme en bas. Le produit des fonctions χQ et χα(Q) ◦ a de´finit un
morphisme :
EQ
χQ×χα(Q)◦a
−−−−−−−→ B × B,
dont l’image est un diviseur de bidegre´ ≤ (Π,Π). D’apre`s le lemme 6.1, le genre arithme´tique
de cette image est au plus 1 + 2(g(B)− 1)Π+Π2 . D’autre part, en composant avec la premie`re
projection de B × B → B, on s’aperc¸oit que cette image est coince´e entre EQ et B ⊗K Ks.
Mais on a vu, dans l’ine´galite´ (2) de la section 4.1, qu’un tel sous-reveˆtement non-trivial de
χQ : EQ → B ⊗K K
s a un genre ge´ome´trique au moins m > 1 + 2(g(B) − 1)Π + Π2. Il
en re´sulte que l’image de χQ × (χα(Q) ◦ a) est force´ment Ks-isomorphe a` B si bien que c’est
une correspondance de bidegre´ (1, 1). Comme B n’a pas de Ks-automorphisme non-trivial on
en de´duit que le diagramme pre´ce´dent peut eˆtre comple´te´ en bas avec l’identite´. Donc χ ◦ a =
(Id× α) ◦ χ.
Montrons maintenant que α ∈ A. Pour cela, remarquons que pour Q un point ge´ne´rique de
D⊗KK
s
, on vient de montrer que a induit un isomorphisme entre les reveˆtements χQ : EQ → B
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et χα(Q) : Eα(Q) → B. Ces deux reveˆtements ont donc meˆmes donne´es de ramification, c’est-a`-
dire respectivement les points P tels que fi(P ) = fi(ψ(Q)) et fi(P ) = fi(ψ(α(Q))). Ainsi :
∀i, fi(ψ(Q)) = fi(ψ(α(Q)))
donc ψ(Q) = ψ(α(Q)), car les fi engendrent le corps K(B). Autrement dit ψ = ψ ◦ α, ce qui
signifie que α ∈ A. Donc χ◦α = α◦χ = χ◦a. On pose β = a◦α−1 et on ve´rifie que χ◦β = χ
donc β est dans B. En conclusion, on a bien a = βα ∈ A×B. 
Remarque 2 La preuve ci-dessus montre que le groupe des Ks-automorphisme birationnels de
S est e´gal a` A×B. Nous n’aurons pas besoin de ce re´sultat.
4.3 Corps des modules et corps de de´finition de S
Tout d’abord, le corps des modules de S est K car un isomorphisme entre σϕ et ϕ donne lieu
a` un isomorphisme entre σS et S.
Ensuite, la surface S e´tant construite a` partir de ϕ : C → B⊗KL sans extension des scalaires,
tout corps de de´finition de ϕ est corps de de´finition de S.
Il nous reste a` ve´rifier que tout corps de de´finition de S est aussi un corps de de´finition de ϕ
ou, ce qui revient au meˆme, de ψ. Pour cela, conside´rons σS et τS deux conjugue´s de S par action
de Galois et I : τS → σS un Ks-isomorphisme. Comme le groupe de Ks-automorphismes de
la surface S admet un unique sous-groupe d’ordre Π, il en va de meˆme pour chacune de ses
deux conjugue´es et les deux groupes en questions se correspondent par I . On obtient donc par
quotient, un Ks-isomorphismes de τ ((B⊗K L)×D) dans σ((B⊗K L)×D) qui envoie le graphe
de τψ dans celui de σψ (donne´es de ramification des reveˆtements quotients) et donc l’empreinte
de τψ dans celle de σψ. Ce proce´de´ permet de de´finir un foncteur covariant qui transforme une
donne´e de descente pour S en une donne´e de descente pour l’empreinte du reveˆtement ψ sur la
surface (B⊗K L)×D. Graˆce au the´ore`me 1.3, cela montre que tout corps de de´finition de S, est
aussi corps de de´finition de l’empreinte du reveˆtement ψ. En vertu du lemme 3.3, on sait qu’alors
ce corps est aussi corps de de´finition de ψ.
Graˆce, une nouvelle fois, au the´ore`me 1.4, nous en de´duisons que :
Corollaire 4.3 Il existe des Q-surfaces normales, projectives et ge´ome´triquement irre´ductibles,
de corps des modules e´gal a` Q, de´finies sur tous les comple´te´s de Q, mais ne pouvant pas eˆtre
de´finies sur Q.
5 Courbes
Dans cette section K est encore un corps de caracte´ristique nulle. Dans le meˆme esprit que la
section pre´ce´dente, on donne ici un proce´de´ assez ge´ne´ral qui associe a` un reveˆtement de courbes
de corps des modules K, une Ks-courbe projective lisse, irre´ductible, de corps des modules K,
ayant les meˆmes corps de de´finition que le reveˆtement initial. Plus pre´cise´ment on veut montrer
le :
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The´ore`me 5.1 Soit B une courbe de´finie sur K et soit ϕ : C → B ⊗K Ks un Ks-reveˆtement
de corps des modules K. Il existe une Ks-courbe projective, irre´ductible, et lisse, de corps des
modules K et ayant meˆmes corps de de´finition que ϕ.
Le point de de´part est la surface S construite a` la section 4. On garde donc les notations de
cette pre´ce´dente section. On sait que S a pour corps des modules K et pour corps de de´finition
les corps de de´finition du reveˆtement ϕ : C/L→ B ⊗K L (ou ψ : D/L→ B ⊗K L, cela revient
au meˆme).
L’ide´e est de tracer sur S une courbe singulie`re (mais stable) he´ritant des proprie´te´s de mo-
dule et de de´finition de S puis de de´former cette courbe pour aboutir a` une courbe projective lisse
tout en conservant e´videmment les proprie´te´s de module et de de´finition.
5.1 Deux courbes stables
Les notations sont celles de la section 4.1. Soit Γ l’union de tous les supports des diviseurs
des fonctions gi. Elle contient le lieu de ramification du reveˆtement χ.
Lemme 5.2 Il existe deux fonctions non constantes f, g ∈ K(B) telles que :
• le diviseur ((f)0 + (f)∞)×D coupe transversalement Γ ;
• le diviseur (B⊗KL)×((g◦ψ)0+(g◦ψ)∞) coupe transversalementΓ∪[((f)0+(f)∞)×D] ;
• tout Ks-automorphisme de D qui stabilise la fibre (g ◦ ψ)0 est en fait un automorphisme
du reveˆtement ψ (notons que cette fibre est simple en vertu de la condition pre´ce´dente) ;
• Pour tout ze´ro P de f , on note χP : FP → P × D la correstriction2 de χ a` P × D et on
demande que le reveˆtement κP := g◦ψ◦χP : FP → P1 n’ait pas d’autres automorphismes
que les e´le´ments de A× B :
AutKs(g ◦ ψ ◦ χP ) = AutKs(ψ ◦ χP ) = A×B.
Preuve — Soit f ∈ K(B) une fonction non-constante. On applique le lemme 6.2 a` L, B, D, Γ et
f . On en de´duit qu’il existe un x et un y distincts dans K tels que (f)x ×D et (f)y ×D coupent
transversalement Γ. On remplace f par (f − x)/(f − y) et la premie`re condition est satisfaite.
On observe alors que pour tout ze´ro P de f , la courbe FP est lisse et ge´ome´triquement
irre´ductible car (f)0 ×D coupe transversalement le lieu Γ de ramification de χ. En outre
AutKs(ψ ◦ χP ) = A× B
car Ks(FP )/K
s(B) est le compositum de Ks(D)/Ks(B) et de l’extension abe´lienne de Ks(B)
engendre´e par les gi(P, )
1
pi = (fi ◦ ψ − fi(P ))
1
pi .
On cherche une fonction g dans K(B) telle que g ◦ ψ n’ait pas d’autre Ks-automorphisme
que les e´le´ments de A et, pour tout ze´ro P de f , le reveˆtement κP = g ◦ ψ ◦ χP n’ait pas d’autre
Ks-automorphisme que les e´le´ments de AutKs(ψ ◦ χP ) = A × B. D’apre`s le lemme 6.4, les
2En toute rigueur il faudrait e´crire P × (D ⊗L Ks).
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fonctions de Ks(B) qui ne satisfont pas toutes ces hypothe`ses sont contenues dans une union
finie de sous-K-alge`bres strictes. Il existe donc une telle fonction g.
D’apre`s le lemme 6.2, les x dans K tels que (g ◦ ψ)x ne coupe pas Γ ∪ [((f)0 + (f)∞)×D]
transversalement sont en nombre fini.
D’apre`s le lemme 6.3, les x dans K tels que (g ◦ ψ)x ait un Ks-automorphisme en dehors de
A sont en nombre fini.
Donc il existe x et y distincts dans K tels que (g ◦ ψ)x et (g ◦ ψ)y coupent Γ ∪ [((f)0 +
(f)∞)×D] transversalement et (g ◦ψ)x n’ait pas d’autre automorphisme que les e´le´ments de A.
On remplace g par (g − x)/(g − y) et les trois dernie`res conditions sont satisfaites. 
Soit alors J0 la courbe, trace´e sur (B ⊗K L)×D, d’e´quation :
f(P )× g ◦ ψ(Q) = 0.
On peut montrer le re´sultat suivant.
Lemme 5.3 La courbe J0 est stable et telle que AutKs(J0) ≃ A.
Preuve — La courbe J0 est re´duite car les ze´ros de f et g◦ψ sont simples et ses points singuliers
— c’est-a`-dire les (P,Q) sur (B ⊗K Ks)×D tels que f(P ) = g ◦ ψ(Q) = 0 — sont des points
doubles ordinaires ; elle est donc semi-stable. Elle est aussi connexe et projective. Comme toutes
ses composantes irre´ductibles sont isomorphes a` B ou D toutes deux de genre ≥ 2, la courbe J0
est bien une courbe stable.
Enfin AutKs(J0) ≃ A : le groupe des Ks-automorphismes de J0 est le groupe A des auto-
morphismes de ψ. En effet, un automorphisme a de J0 permute les composantes irre´ductibles.
Certaines de ces composantes sont des copies de B et d’autres sont des copies de D. Comme B
et D ne sont pas isomorphes, a respecte les deux sous-ensembles. La restriction de a a` une com-
posante isomorphe a` B, suivie de la projection sur B est un morphisme non-constant de B dans
elle-meˆme, donc l’identite´ car B n’a pas d’automorphismes. Donc a stabilise chaque composante
isomorphe a` D. Les points singuliers sur une telle composante sont les ze´ros de g ◦ ψ. Comme
l’ensemble de ces ze´ros n’est pas stabilise´ par d’autres automorphismes que ceux de ψ, on peut
supposer que a est trivial sur une des composantes isomorphes a` D (quitte a` le composer avec un
e´le´ment de A). Il doit donc stabiliser les composantes isomorphes a` B. Et comme elles n’ont pas
d’automorphisme, il agit trivialement dessus. Comme a agit fide`lement sur les ze´ros de g ◦ ψ, il
agit trivialement sur toutes les composantes isomorphes a` D. 
Soit K0 l’image re´ciproque de J0 par χ. On e´tudie a` nouveau sa stabilite´ et on cerne un
sous-groupe de son groupe d’automorphismes : le sous-groupe des automorphismes de´formables,
note´ Autde´f.Ks(K0). Nous expliquons maintenant le sens de ce terme.
Remarquons d’abord que les composantes de K0 ⊗L Ks sont de deux sortes. Certaines sont
des reveˆtements de (B ⊗K Ks) × Q pour Q un Ks-ze´ro de g ◦ ψ et on les note EQ. Les autres
sont des reveˆtements de P × (D ⊗K Ks) pour P un Ks-ze´ro de f et on les note FP . On note
χP : FP → P × D et χQ : EQ → B × Q les restrictions de χ aux composantes de K0. Soit
T un point singulier de K0 tel que χ(T ) = (P,Q). Donc T est dans l’intersection de EQ et FP .
Le point de EQ correspondant a` T est appele´ R. Le point de FP correspondant a` T est appele´ S.
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Donc χQ(R) = P et χP (S) = Q. Donc f ◦χQ est une uniformisante pour EQ en R et g ◦ψ ◦χP
est une uniformisante pour FP en S. Si a est un automorphisme de K0 et T ′ = (R′, S ′) l’image
de T = (R, S) par a on note χ(R′) = (P ′, Q′). Notons que f ◦ χQ′ ◦ a est une uniformisante
pour EQ en R et g ◦ ψ ◦ χP ′ ◦ a est une uniformisante pour FP en S.
On appelle automorphisme de´formable de K0 un automorphisme a tel qu’en tout point sin-
gulier T de K0 on ait
f ◦ χQ′ ◦ a
f ◦ χQ
(R)×
g ◦ ψ ◦ χP ′ ◦ a
g ◦ ψ ◦ χP
(S) = 1 (3)
ou` χ(T ) = (P,Q) et χ(a(T )) = (P ′, Q′).
La justification de cette de´finition est donne´e au paragraphe 5.2. Les automorphismes de´for-
mables forment clairement un sous-groupe du groupe des automorphismes de K0.
Lemme 5.4 La courbe K0 est stable et telle que Autde´f.Ks(K0) ≃ A×B.
Preuve — Il est e´vident que A × B agit (par restriction) sur K0 et que les automorphismes
correspondants sont de´formables.
La courbe K0 est trace´e sur S. Les conditions impose´es sur les fonctions f et g permettent
de montrer que K0 est une courbe stable. En raison de la simplicite´ de l’intersection de (f) et
(g) avec le lieu de ramification Γ, les points singuliers de J0 se rele`vent en des points singuliers
de K0 qui restent de premie`re espe`ce (ils sont simplement «de´multiplie´s»). La connexite´ de K0
provient du fait que les fonctions gi, dont on extrait une racine, ne peuvent pas eˆtre une puissance
pi-e`me car aucune des fonctions fi − λ, λ ∈ Ks, n’en est une, et pas davantage les fi ◦ ψ − λ
(cf. § 4.1).
Enfin, montrons que Autde´f.Ks(K0) ≃ A×B. Pour le voir, remarquons que les composantes de
K0 ⊗K K
s sont de deux sortes. Certaines sont des reveˆtements de (B ⊗K Ks) × Q pour Q un
Ks-ze´ro de g ◦ ψ et on les a note´s EQ. Les autres sont des reveˆtements de P × (D ⊗L Ks) pour
P un Ks-ze´ro de f et on les a note´s FP . Les FP et les EQ n’ont pas le meˆme genre, donc elles
ne peuvent eˆtre isomorphes. Ainsi tout Ks-automorphisme a de K0 stabilise l’ensemble des FP
et celui des EQ.
SoitQ etQ′ desKs-ze´ros de g◦ψ tels que a(EQ) = EQ′. Comme dans la preuve du lemme 4.2,
on remarque que l’image de EQ dans le produit B×B, via le morphisme χQ×χQ′ ◦a, a un genre
arithme´tique moindre que 1 + 2(g(B)− 1)Π + Π2. Cela montre encore que cette image est Ks-
isomorphisme a` B (sinon l’image reveˆt B par un reveˆtement non trivial de genre force´ment plus
grand que 1 + 2(g(B)− 1)Π + Π2). Comme B n’a toujours pas d’automorphisme, on en de´duit
a` nouveau que a induit un isomorphisme de reveˆtements entre les restrictions χQ : EQ → B
et χQ′ : EQ′ → B de χ. Ainsi
χQ = χQ′ ◦ a. (4)
De`s lors a stabilise chaque composante FP ou` P est un Ks-ze´ro de f . En effet, partons d’un
point singulier T = (R, S) ∈ EQ ∩ FP , ou` P est un Ks-ze´ro de f et ou` Q un Ks-ze´ro de g ◦ ψ.
On a donc χ(T ) = (P,Q) ∈ B × D. On sait qu’il existe P ′ ∈ B(Ks) et Q′ ∈ D(Ks) tels
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que a(T ) ∈ FP ′ ∩ EQ′ si bien que a(T ) ∈ EQ′ ∩ a(EQ) d’ou` a(EQ) = EQ′. On est donc dans le
contexte du paragraphe pre´ce´dent, c’est-a`-dire que :
P ′ = χQ′ ◦ a(T ) = χQ(T ) = P.
Conclusion P = P ′ puis a(FP ) = FP . De plus, en vertu des formules (3) et (4) on connaıˆt le
quotient :
g ◦ ψ ◦ χP ◦ a
g ◦ ψ ◦ χP
(S) = 1. (5)
Notons aP la restriction de a a` FP . C’est donc un automorphisme de FP ; mieux, montrons
que c’est la restriction a` FP d’un e´le´ment de A × B. Pour cela, introduisons la fonction κP =
g ◦ ψ ◦ χP ∈ K
s(FP ). Elle est de degre´ deg(g) × pd × Π et ses ze´ros, tous simples, ne sont
rien d’autre que les points d’intersection de FP avec les autres composantes de K0. Comme aP
permute ces ze´ros, la fonction κP ◦ aP a les meˆmes ze´ros que κP avec la meˆme multiplicite´,
i.e. 1. De`s lors, seuls les poˆles de la fonction κP peuvent eˆtre poˆle de la fonction κPκP ◦aP − 1.
Cette dernie`re fonction est donc de degre´ infe´rieur ou e´gal a` celui de κP . Or d’apre`s (5), les
ze´ros de κP sont aussi ze´ros de κPκP ◦aP − 1. En bref, nous venons de montrer que si
κP
κP ◦aP
− 1 est
non-nulle, elle a le meˆme diviseur que κP : il existe donc une constante c ∈ C telle que :
κP
κP ◦ aP
− 1 = cκP ou encore :
1
κP ◦ aP
=
1
κP
+ c.
Tenant compte de fait que aP est d’ordre fini e, on en de´duit que ce = 0, puis que c = 0, puis
que κP ◦ aP = κP . Autrement dit, aP est un automorphsime du reveˆtement κP = g ◦ ψ ◦ χP :
FP → P
1
. Par hypothe`se sur la fonction g, il en re´sulte que aP est la restriction a` FP d’un
e´le´ment de A×B.
Quitte a` composer a par l’inverse de cet e´le´ment, on peut supposer que aP est l’identite´.
En particulier, a fixe tous les points singuliers de K0 appartenant a` FP . Du coup, a stabilise
ne´cessairement toutes les composantes EQ pour Q ze´ro de g ◦ ψ. Par restriction, il induit donc
un automorphisme aQ de EQ qui, d’apre`s (4), est en fait un automorphisme de χQ. Comme de
plus, il fixe un point dans (et meˆme toute) la fibre non ramifie´e au dessus de P du reveˆtement
galoisien χQ : EQ → B, ne´cessairement aQ vaut l’identite´. Ainsi a fixe point par point toutes les
composantes EQ.
Il ne reste plus qu’a` ve´rifier qu’il en est de meˆme des composantes FP ′ pour P ′ un autre
ze´ro de f , i.e. distinct de P . Notons aP ′ la restriction de a a` FP ′ . On sait qu’elle coı¨ncide avec
la restriction d’un e´le´ment de A × B et qu’elle fixe tous les points singuliers de K0 appartenant
a` FP ′ , c’est-a`-dire tous les points des fibres au dessus des ze´ros de g ◦ ψ. Il suffit donc de
ve´rifier que l’action de A × B sur l’union de ces fibres est libre. C’est assure´ment le cas pour
les e´le´ments de B car les ze´ros de g ◦ ψ sont, par hypothe`se, non ramifie´s dans le reveˆtement
galoisien χP ′ : FP ′ → D. C¸a l’est encore pour les e´le´ments de A × B car l’action de A sur les
ze´ros de g ◦ ψ est aussi libre. 
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5.2 De´formations
Nous allons maintenant de´former les deux courbes stables pre´ce´dentes pour faire en sorte
qu’elles soient chacune la fibre spe´ciale d’une famille de courbes. Si x ∈ Ks est un sca-
laire, il est naturel de conside´rer la courbe Jx trace´e sur I = (B ⊗K L) × D et de´finie par
l’e´quation f(P ) × g(ψ(Q)) = x. On note Kx l’image re´ciproque de Jx par χ. Nous montrons
dans ce paragraphe et dans le suivant que pour presque tout x dans K, la courbe Kx est lisse et
ge´ome´triquement irre´ductible, de groupe d’automorphismes A×B, et qu’elle a meˆme corps des
modules et meˆmes corps de de´finition que le reveˆtement ϕ de de´part. Pour ce faire, nous voulons
regarder les familles (Jx)x et (Kx)x comme des fibrations au-dessus de P1. Mais il faut eˆtre pru-
dent : la famille de courbes (Jx)x admet des points bases. C’est pourquoi nous commenc¸ons par
e´clater la surface I = (B ⊗K L)×D le long de
c = ((f)∞ × (g ◦ ψ)0) ∪ ((f)0 × (g ◦ ψ)∞).
Notons que c est union de 2×deg(f)×deg(g◦ψ) points ge´ome´triques simples. Soit I∞,∞ ⊂
I = (B⊗KL)×D l’ouvert comple´mentaire de ((f)∞×D)∪(B×(g◦ψ)∞) dans (B⊗K L)×D.
On de´finit de meˆme I0,0, I0,∞, I∞,0. Ces quatre ouverts recouvrent (B ⊗K L)×D.
On note P1L = Proj(L[X0, X1]) la droite projective sur L. On note F = 1/f et G = 1/g.
Soit J∞,0 ⊂ I∞,0 × P1L l’ensemble des (P,Q, [X0 : X1]) tels que f(P )X0 = G(ψ(Q))X1.
Soit J0,∞ ⊂ I0,∞ × P1L l’ensemble des (P,Q, [X0 : X1]) tels que g(ψ(Q))X0 = F (P )X1. Soit
J∞,∞ ⊂ I∞,∞ × P
1
L l’ensemble des (P,Q, [X0 : X1]) tels que f(P )g(ψ(Q))X0 = X1. Soit
J0,0 ⊂ I0,0 × P
1
L l’ensemble des (P,Q, [X0 : X1]) tels que X0 = F (P )G(ψ(Q))X1. On note
J ⊂ I × P1L le recollement de ces quatre ensembles, bI : J → I la projection sur le premier
facteur et j : J → P1L la projection sur P1L. C’est un morphisme plat, projectif, surjectif.
Soit K ⊂ S × P1L l’image inverse de J par χ × Id ou` Id : P1L → P1L est l’identite´. C’est
l’e´clatement deJ le long de χ−1(c). Notons que χ−1(c) est union de deg(χ)×deg(f)×deg(g◦ψ)
points ge´ome´triques simples car χ est non ramifie´ au dessus de c. En fait, K est la normalisation
de J dans L(S). On note encore χ : K → J le morphisme correspondant. Soit bS : K → S la
projection sur le premier facteur. Soit k : K → P1L la projection sur le second facteur. C’est le
morphisme compose´ k = j ◦ χ. C’est un morphisme plat, propre et surjectif.
Soit A1L ⊂ P1L le spectre de L[X ] avec X = X1/X0. La fonction X permet d’identifier
A1L(K
s) avec Ks. Pour tout point x de A1(Ks) on note Jx la fibre de j au-dessus de x et Kx
la fibre de k au dessus de x. La restriction de bI a` Jx est une immersion ferme´e. On peut donc
voir Jx comme une courbe trace´e sur I = B × D. De meˆme, la restriction de bS a` Kx est une
immersion ferme´e. On peut donc voir Kx comme une courbe trace´e sur S. On note Jη la fibre
ge´ne´rique de j et Kη celle de k. La fibre de j en 0 est isomorphe (par le morphisme bI) a` la
courbe stable J0 introduite au paragraphe 5.1. De meˆme, la fibre de k en 0 est isomorphe (par le
morphisme bS) a` la courbe stable K0 introduite au paragraphe 5.1.
Montrons que Jη/L(X) est ge´ome´triquement connexe et que pour presque tout x ∈ A1(Ks)
la courbe Jx est ge´ome´triquement connexe sur L(x). D’apre`s le the´ore`me de factorisation de
Stein [Liu02, Chapter 5, Exercise 3.11], on peut factoriser j : J /L → A1L en jf ◦ jc avec jc a`
fibres ge´ome´triquement connexes et jf fini et dominant. La fibre de jf au dessus de 0 est triviale
car J0 est connexe et re´duite. Donc le degre´ de jf est 1 d’apre`s [Liu02, Chapter 5,Exercise
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1.25]. Donc jf est un isomorphisme au dessus d’un ouvert de A1L. La fibre ge´ne´rique Jη est
ge´ome´triquement connexe sur L(X) et pour presque tout x ∈ A1(Ks) la courbe Jx est ge´ome´tri-
quement connexe surL(x). Le meˆme raisonnement montre queKη est ge´ome´triquement connexe
sur L(X) et pour presque tout x ∈ A1(Ks) la courbe Kx est ge´ome´triquement connexe sur L(x).
Montrons maintenant que Jη est lisse. Elle est lisse en dehors des points (P,Q) ∈ Jη ⊂
B × D ou` df(P ) = 0 et d(g ◦ ψ)(Q) = 0. De tels points sont de´finis sur Ks donc la fonction
f(P )× g(ψ(Q)) ne peut pas prendre la valeur transcendante X en ces points.
Le lieu Γ de ramification de χ coupe transversalement la fibre J0. Donc il coupe transversa-
lement la fibre ge´ne´rique Jη. Donc Kη est lisse elle aussi. Ainsi, pour presque tout x ∈ Ks les
fibres Jx et Kx sont lisses.
Enfin, la connaissance de Autde´f.Ks(K0) permet de montrer que AutK(X)(Kη) ≃ A × B.
Soit R = Ks[[X ]]. La courbe localise´e Kˆ = K ⊗A1
L
Spec(R) est stable sur le spectre de
R. D’apre`s [Liu02, Chapter 10, Proposition 3.38, Remarque 3.39] le foncteur automorphismes
t 7→ Autt(Kˆt) est repre´sentable par un sche´ma fini et non-ramifie´ sur SpecR et l’application de
spe´cialisation AutKs((X))(Kˆη) → AutKs(K0) est injective. Elle prend ses valeurs dans le sous-
groupe des Ks-automorphismes de´formables de K0 d’apre`s le lemme 6.6. Comme SpecR n’a
pas de reveˆtement non-ramifie´, on en de´duit que le groupe des automorphismes ge´ome´triques de
la fibre ge´ne´rique satisfait
A× B ⊂ AutK(X)(Kη) ⊂ AutKs((X))(Kη) ⊂ Aut
de´f.
Ks (K0).
Comme le dernier groupe, on l’a vu, est e´gal a` A × B, on en de´duit bien que Aut
K(X)(Kη) =
A× B.
5.3 Corps de modules, corps de de´finition dans les fibres de K
Pour conclure nous montrons l’existence de fibres Kx avec x ∈ A1(K), lisses, ge´ome´trique-
ment irre´ductibles, ayant meˆme corps des modules que S (c’est-a`-dire K par hypothe`se), et
meˆmes corps de de´finition.
On vient de voir que pour presque tout x ∈ A1(K), la fibre Kx est lisse et ge´ome´triquement
connexe, donc ge´ome´triquement irre´ductible. Compte tenu du lemme 6.7 sur la spe´cialisation
du groupe des automorphismes dans une famille de courbes rationnelles, pour presque tout x ∈
A1(K), le groupe de Ks-automorphismes de la fibre Kx est isomorphe au groupe des K(X)-
automorphismes de la fibre ge´ne´rique. Comme le groupe d’automorphismes de la fibre ge´ne´rique
est aussi isomorphe au groupe A× B des automorphismes de S, on en de´duit que la restriction
induit, pour presque tout x, un isomorphisme :
AutKs(S)
≃
−→ AutKs(Kx).
Soit donc x ∈ K tel que Kx soit lisse et ge´ome´triquement irre´ductible et AutKs(Kx) =
A× B. Montrons que Kx posse`de toutes les proprie´te´s de module et de de´finition escompte´es.
Tout d’abord, la construction de K n’impliquant pas d’extension des scalaires, a` tout mode`le
de ϕ de´fini sur un corps M ⊃ K on associe un M-mode`le de la courbe Kx.
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Ensuite, la surface S a K pour corps de modules, et pour tout σ ∈ Gal(K), on sait qu’il existe
un Ks-isomorphisme ϕσ : S → σS. Par restriction, ces ϕσ induisent des Ks-isomorphismes
entre Kx et σKx. Donc le corps des modules de Kx est K.
En fait, tout Ks-isomorphisme entreKx et σKx est restriction d’un Ks-isomorphisme entre S
et σS. Il existe en effet un tel isomorphisme, et les groupes d’automorphismes deKx et de S sont
les meˆmes. Comme la correspondance est bijective, toute donne´e de descente pour Kx s’e´tend
en une donne´e de descente pour S.
Cela termine la de´monstration du the´ore`me 5.1. Le the´ore`me 5.1 permet de de´montrer le
the´ore`me 1.1 a` l’aide du the´ore`me 1.4. Notons que Jean-Franc¸ois Mestre a construit dans [Mes91]
des obstruction locales a` l’existence d’un mode`le de´fini sur le corps des modules d’une courbe.
6 Quelques re´sultats interme´diaires d’ordre ge´ne´ral
6.1 Sur les courbes et les produits de deux courbes
Lemme 6.1 SoitK un corps de caracte´ristique nulle. Soient B et C deux K-courbes alge´briques
projectives, re´duites, lisses et ge´ome´triquement irre´ductibles de genres β et γ respectivement.
On fixe P un point ge´ome´trique de B et Q un point ge´ome´trique de C et on note abusivement
B = B ×Q et C = P × C. Soit Γ un diviseur de B × C de bidegre´ (b, c), i.e. tel que b = B · Γ et
c = C · Γ. Le genre arithme´tique virtuel π de Γ est au plus 1 + bc + c(β − 1) + b(γ − 1). Dans
le cas b = c cette borne vaut 1 + 2b(β − 1) + b2.
Preuve — On s’inspire ici de la preuve de Weil de l’hypothe`se de Riemann pour les courbes
(cf. [Har77, Exercice V-1.10]).
La classe d’e´quivalence alge´brique du diviseur canonique de B×C estK = 2(β−1)C+2(γ−
1)B. Graˆce a` la formule d’adjonction, on sait que π = D·(D+K)
2
+1 (cf. [Har77, Exercice V-1.3]).
On a donc :
π =
D · (D + 2(β − 1)C + 2(γ − 1)B)
2
+ 1 =
D ·D + 2c(β − 1) + 2b(γ − 1)
2
+ 1,
et il ne reste plus qu’a` majorer l’auto-intersection D · D. L’ine´galite´ de Castelnuovo et Severi
(cf.[Har77, Exercice V-1.9]) nous apprend que D ·D ≤ 2bc, d’ou` le re´sultat. 
Lemme 6.2 SoitK un corps de caracte´ristique nulle. Soient B et C deux K-courbes algebriques
projectives lisses, ge´ome´triquement irre´ductibles et re´duites. Soit Γ un diviseur sans multiplicite´
de la surface B × C. Soit f ∈ K(B) une fonction non constante. Pour tout e´le´ment x de Ks
sauf un nombre fini, le diviseur (f)x × C coupe transversalement Γ, ou` (f)x de´signe le diviseur
f−1(x).
Preuve — Notons pB : B×C → B la premie`re projection. L’ensembleE des points de B(Ks) tels
que dans p−1B (P ) il y ait soit un point singulier de Γ, soit un point ramifie´ du morphisme Γ→ B
obtenu par restriction de pB, ou tels que la fibre p−1B (P ) soit contenue dans Γ, est fini. Donc pour
tout x ∈ Ks sauf un nombre fini, la fibre f−1(x) e´vite E et elle est simple. 
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Lemme 6.3 SoitK un corps de caracte´ristique nulle. SoitB uneK-courbe alge´brique projective
lisse, ge´ome´triquement irre´ductible et re´duite. On suppose que le genre de B est au moins 2. Soit
f ∈ K(B) une fonction non-constante. On note G le groupe des Ks-automorphismes de f .
C’est l’ensemble des Ks-automorphismes a de B tels que f ◦ a = f . Pour tout x ∈ P1(Ks), on
note (f)x = f−1(x) la fibre au dessus de x et Gx le groupe des Ks-automorphismes de B qui
stabilisent l’ensemble des Ks-points de (f)x.
Pour tout x de P1(Ks) sauf un nombre fini on a Gx = G.
Preuve — Le groupe H = AutKs(B) des Ks-automorphismes de B est fini car le genre de B est
au moins e´gal a` 2. Soit a un automorphisme dans H −G et soit x ∈ P1(Ks). Supposons que les
Ks-points de (f)x sont stabilise´s par a. Soit P l’un d’eux. Alors f ◦ a(P ) = f(P ) = x. Ainsi P
est un ze´ro de la fonction non-nulle f ◦ a − f . Pour chaque a on trouve un nombre fini de tels
ze´ros. Et les a sont en nombre fini. Donc les x, qui sont images par f de tels P , sont eux aussi en
nombre fini. 
Lemme 6.4 SoitK un corps de caracte´ristique nulle. SoitB uneK-courbe alge´brique projective
lisse, ge´ome´triquement irre´ductible et re´duite. Soit L ⊂ Ks une extension alge´brique de K. Soit
C une L-courbe alge´brique projective lisse, ge´ome´triquement irre´ductible et re´duite. On suppose
que le genre de B est au moins 2. Soit ϕ : C → B ⊗K L un L-morphisme non-constant. On note
G le groupe des Ks-automorphismes de ϕ. C’est l’ensemble des Ks-automorphismes a de C tels
que ϕ ◦ a = ϕ. Pour toute fonction f dans Ks(B) on note Gf = AutKs(f ◦ ϕ) le groupe des
Ks-automorphismes de f ◦ ϕ. On a G ⊂ Gf . On note V ⊂ K(B) l’ensemble des fonctions f
telles que Gf 6= G. L’ensemble V est contenu dans une union finie de K-alge`bres strictes de
K(B).
Preuve — Par l’e´quivalence cate´gorielle entre les corps de fonctions et les courbes (projec-
tives lisses, etc . . . ), l’e´nonce´ a` prouver se rame`ne a` un re´sultat concernant les corps de fonc-
tions Ks(f) ⊂ Ks(B) ⊂ Ks(C) et les groupes qui entrent en jeu sont les suivants :


G = AutKs(ϕ) = AutKs(B)(K
s(C)),
Gf = AutKs(f ◦ ϕ) = AutKs(f)(K
s(C)),
A = AutKs(C) = AutKs(K
s(C)),
⇒ G ⊂ Gf ⊂ A.
Dans ce contexte l’ensemble V admet la description :
V =

 ⋃
a∈A\G
Ks(C)a ∩Ks(B)

 ∩K(B) =
⋃
a∈A\G
Ks(C)a ∩K(B).
Cette re´union est finie, le groupe A l’e´tant puisque C est de genre ≥ 2. De plus, comme a 6∈ G,
chacune des sous-extensions Ks(C)a ∩ Ks(B) est une sous-extension stricte de Ks(B), conte-
nant Ks ; en descendant a` K, on pre´serve l’inclusion stricte Ks(C)a ∩K(B) ( K(B). 
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6.2 De´formation d’automorphismes
Dans ce paragraphe nous donnons une condition ne´cessaire pour qu’un automorphisme d’une
courbe nodale s’e´tende a` une de´formation de cette courbe.
Soit R un anneau de valuation discre`te complet, π une uniformisante et k son corps re´siduel
suppose´ alge´briquement clos. On conside`re K une courbe stable sur Spec(R) ; la fibre ge´ne´rique
est note´e Kη, la fibre spe´ciale K0. On conside`re T un point singulier de K0. D’apre`s [Liu02,
Chap 10, Corollaire 3.22], on sait que l’anneau local comple´te´ de K en T est de la forme :
OˆK,T = R[[f, g]]/〈fg − π
e〉
avec e ∈ N. Cet entier s’appelle l’e´paisseur de K en T . On dit aussi que f et g forment un
syste`me de coordonne´es de K en T . En re´duisant modulo π, on obtient l’anneau local comple´te´
de K0 en T :
OˆK0,T = OˆK,T/〈π〉 = k[[f, g]]/〈fg〉,
ou` f = f mod π et g = g mod π. Comme en tout point double ordinaire, on sait que, localement
en T , K0 posse`de deux branches F et G (composantes irre´ductibles) ; les fonctions f et g en sont
les uniformisantes respectives. On note P et Q les points de F et G correspondant a` T .
Soit T ′ un autre point point singulier de K0 auxquel on associe les donne´es f ′, g′, e′,F ′,G ′
comme pre´ce´demment.
Conside´rons a un automorphime deK sur R tel que a(T ) = T ′ et a(F) = F ′, a(G) = G ′. On
ve´rifie aise´ment que les fonctions f ′ ◦ a et g′ ◦ a forment aussi un syste`me de coordonne´es de K
en T . On en de´duit que e′ = e mais aussi que f ′ ◦ a/f et g′ ◦ a/g sont des inversibles de OˆK,T
(a` chaque fois le nume´rateur et le de´nominateur ont meˆme diviseur de Weil). Comme de plus on
a f × g = πe = f ′ ◦ a× g′ ◦ a, il en re´sulte que f ′◦a
f
(T )× g
′◦a
g
(T ) = 1. En re´duisant modulo π
et en se plac¸ant sur chacune des deux branches locales de K0 en T , on en de´duit que :
f
′
◦ a
f
(P )×
g′ ◦ a
g
(Q) = 1. (6)
De´finition 6.5 Soit R un anneau de valuation discre`te complet de corps re´siduel k alge´brique-
ment clos. Soit K une courbe semi-stable sur Spec(R). La fibre ge´ne´rique de K est suppose´e
lisse. On se donne un syste`me de coordonne´es en chaque point singulier de la fibre spe´ciale K0.
Soit a¯ un automorphisme de K0/k. On dit que a¯ est de´formable dans K/ Spec(R) si pour tout
point singulier T de K0, l’image a¯(T ) a la meˆme e´paisseur que T dans K, et si l’e´galite´ (6) est
satisfaite.
Lemme 6.6 Avec les notations de la de´finition 6.5, l’ensemble des automorphismes de K0/k
de´formables dans K/ Spec(R) est un sous-groupe de Autk(K0). Si a est un automorphisme de
K sur Spec(R), sa re´duction a¯ = a mod π est un automorphisme de K0/k de´formable dans
K/ Spec(R).
On pourra comparer cet e´nonce´ a` [Wew99, Theorem 3.1.1] qui concerne les de´formations de
morphismes entre deux courbes distinctes.
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6.3 Sur les automorphismes d’une famille de courbes
Nous de´montrons dans cette section un lemme de spe´cialisation du groupe des automor-
phismes d’une courbe de´pendant d’un parame`tre.
Soit K un corps de caracte´ristique nulle et soit U une courbe affine lisse, ge´ome´triquement ir-
reductible et re´duite sur K. Soit X une surface quasi-projective lisse, ge´ome´triquement irre´duct-
ible et re´duite. Soit π : X → U un morphisme projectif, lisse, surjectif, de dimension relative 1.
On suppose que pour tout point ge´ome´trique ǫ ∈ U(Ks) de U , la fibre Xǫ est ge´ome´triquement
irre´ductible.
Toutes les fibres ont le meˆme genre ge´ome´trique g suppose´ au moins e´gal a` 3.
On veut montrer qu’il existe unK-ouvert non-videV de U tel que pour tout point ge´ome´trique
ǫ ∈ V(Ks) le groupe des automorphismes sur Ks de la fibre en ǫ soit e´gal au groupe
AutK(U)(Xη ⊗K(U) K(U))
des automorphismes de la fibre ge´ne´rique Xη.
Supposons d’abord que la fibre ge´ne´rique Xη est non-hyperelliptique (ce qui revient a` dire
que le nombre de points de Weierstrass est plus grand que 2g + 2).
Quitte a` remplacer K par une extension finie et U par un reveˆtement fini e´tale d’un ouvert
non-vide de U , on peut supposer que les points de Weierstrass de la fibre ge´ne´rique sont de´finis
sur le corps K(U). L’adhe´rence de Zariski de ces points de´finit des sections horizontales de la
famille π : X → U . Quitte a` restreindre U un peu plus, on peut supposer que ces sections ne se
croisent pas. Donc aucune fibre de la famille n’est hyperelliptique.
Il existe g points de Weierstrass P1,η, P2,η, . . . , Pg,η de la fibre ge´ne´rique qui sont line´airement
inde´pendants dans son mode`le canonique. On choisit une base (ω1, . . . , ωg) des diffe´rentielles
holomorphes de la fibre ge´ne´rique, adapte´e a` ces g points (i.e. ωi(Pj,η) = 0 si i 6= j). Quitte a`
restreindre un peu plus l’ouvert U on peut supposer que ces g formes se spe´cialisent en tout point
x ∈ U pour former une base des formes holomorphes de la fibre en x.
On obtient donc une famille de plongements canoniques
X


//

U × Pg−1
yyss
ss
ss
ss
ss
U
Pour chaque fibre de la famille π : X → U , le groupe d’automorphismes peut-eˆtre vu comme
sous-groupe du groupe des permutations SW des points de Weierstrass3. En particulier, si ǫ ∈
U(Ks) est un point ferme´ et η le point ge´ne´rique alors AutKs(U)(Xη) ⊂ AutKs(Xǫ) ⊂ SW .
On veut montrer que les ǫ tels que la premie`re inclusion soit stricte sont contenus dans un
ferme´ strict de U . On choisit une permutation σ ∈ SW telle que σ 6∈ AutKs(U)(Xη). On associe
a` σ une transformation projective line´aire de Pg−1 par prolongement de l’action line´aire sur les
P1, . . . , Pg (adhe´rences de Zariski des P1,η, P2,η, . . . , Pg,η). Ce prolongement est unique car les
Pi sont inde´pendants. On le note τ . C’est un automorphisme de Pg−1 sur U . Quitte a` remplacer
3Donc tous les automorphismes de Xη sont de´finis sur Ks(U), c’est-a`-dire AutK(U)(Xη) = AutKs(U)(Xη).
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K par une extension finie et U par un reveˆtement fini e´tale d’un ouvert non-vide de U , on peut
supposer qu’il existe un K(U)-point Qη ∈ Xη de la fibre ge´ne´rique tel que τ(Qη) ne soit pas
dans cette fibre. On prolonge ce point en une section rationnelle Q de π. L’ensemble des x ∈ U
tels que τ(Qx) soit dans la fibre Xx est un ferme´ strict de U .
Dans le cas ou` la fibre ge´ne´rique est hyperelliptique, notons cη : Xη → P1/K(U) le mor-
phisme canonique de degre´ 2, quotient par l’involution. Soient P1,η, . . . , P2g+2,η les points de
P1 ou` cη se ramifie. Quitte a` remplacer K par une extension finie et U par un reveˆtement
e´tale d’un ouvert non-vide, on peut supposer que le morphisme cη s’e´tend en un morphisme
c : X/U → P1/U , que tous les Pi,η sont de´finis sur K(U), et que leurs adhe´rences de Zariski
dans P1/U (note´es Pi) ne se croisent pas.
Soit x un point de U . Tout L(x)-automorphisme de Xx normalise l’involution et induit un
automorphisme de P1/L(x) qui stabilise les Pi,x. On note Gx l’ensemble de ces automorphismes.
Ce groupe est isomorphe au quotient du groupe des L(x)-automorphismes deXx par l’involution.
On note M l’ensemble des injections de {1, 2, 3} dans {1, 2, . . . , 2g + 2}. Le groupe Gx
peut-eˆtre vu comme sous-ensemble de M : on associe a` 1 (resp. 2, 3) l’indice de l’image de P1,x
(resp. P2,x, P3,x). En particulier si ǫ ∈ U(Ks) est un point ferme´ et η le point ge´ne´rique alors
Gη ⊂ Gǫ ⊂M.
On veut montrer que les ǫ tels que l’inclusion soit stricte sont contenus dans un ferme´ strict de
U . On choisit une injection σ ∈M telle que σ 6∈ Gη. On associe a` σ la transformation projective
line´aire de P1/U qui envoie Pi sur Pσ(i) pour i ∈ {1, 2, 3}. On la note τ . C’est un automorphisme
de P1 sur U . Il existe un indice j entre 4 et 2g + 2 tel que pour tout i ∈ {1, 2, . . . , 2g + 2}
τ(Pj,η) 6= Pi,η. L’ensemble de x ∈ U tels que τ(Pj,x) soit e´gal a` l’un des Pi,x est un ferme´ strict
de U .
Lemme 6.7 Soit K un corps de caracte´ristique nulle et U une courbe affine lisse ge´ome´trique-
ment irre´ductible et re´duite sur K. Soit X une surface quasi-projective lisse ge´ome´triquement
irre´ductible et re´duite. Soit π : X → U un morphisme surjectif, projectif et lisse de dimen-
sion relative 1. On suppose que pour tout point ǫ de U , la fibre Xǫ en ǫ est ge´ome´triquement
irre´ductible. On note η le point ge´ne´rique de U et S¯η = Sη ⊗K(U) K(U) la fibre ge´ne´rique vue
comme courbe sur la cloˆture alge´brique du corps des fonctions de la base U .
Il existe un K-ouvert non-vide V de U tel que pour tout point ferme´ ǫ ∈ V(Ks) le groupe des
automorphismes sur Ks de la fibre en ǫ soit e´gal au groupe Aut
K(U)(S¯η) des automorphismes
de S¯η.
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